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摘 要: Fisher z变换是一个显式的初等函数，用来逼近累积正态分布函数( 标准正态分布的累积分布函数) 。介
绍了累积正态分布函数逼近函数的评价标准，对有代表性的逼近函数表达式及相应的最大距离误差值进行归纳总

结。
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Abstract: Fisher z transformation is an explicit elementary function， which can be used to approximate the cumulative
normal distribution function ( cumulative distribution function of the standard normal distribution) ． The evaluation criteria of
approximating the cumulative normal distribution function were introduced． The expressions of some typical approximating
functions and the absolute maximal distance error between cumulative normal distribution function and the approximating
functions were summarized．
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0 引言
标准正态分布的累积分布函数( 又称为累积正态分布函

数) 不是显式的初等函数，其值可以通过函数逼近等方法近

似得到。数理统计学的专著与教材中通常以表格的形式给出
累积分布概率的数值。同时，在当前大数据研究中，虽然数值
计算结果能够相当精确地找到复杂系统中不同变量间的因果

关系，但是人们还是需要通过显式的函数关系去理解复杂的

系统，即增强数值结果的可解释性。为此，兼顾精确性和简洁
性的显式初等函数，一直是逼近标准正态分布的累积分布函

数的研究方向之一。本文将对 1969 年 Cody［1］提出的有理
Chebyshev逼近之后的相关研究进行扼要回顾。
在概率论和数理统计学［2］中，标准正态分布的概率密度

函数的表达式如下:

f( x) = 1
2槡 π

exp( － x2 /2) ( 1)

其中实数 x∈ ( － ∞，+ ∞ ) 。
标准正态分布的累积分布函数如下:

Φ( x) = 1
2槡 π ∫

x

－∞
exp( － t2 /2) dt =

1
2［1 + erf( x /槡2) ］ ( 2)

其中 x，t∈ ( － ∞，+ ∞ ) 都是实数，Φ( x) ∈［0，1］。其中 erf
是 Gauss误差函数:

erf( x) = 2

槡π
∫
x

0
exp( － t2 ) dt ( 3)

实数 erf( x) ∈［－ 1，+ 1］。

1 评价标准
记标准正态分布的累积分布函数的逼近函数为 Q( x) 。

评 价 该 函 数 的 标 准 有 两 个: 第 一 个 标 准 是

max Q( x) － Φ( x) ，即某逼近函数与标准正态分布的累积

分布函数两者之间最大距离误差绝对值;误差值越小，逼近效

果就越好。另一个标准是逼近函数的简洁性，越是简洁的逼
近函数，其数值计算的速度越快，这个指标在实时系统中是十

分重要的。

2 研究现状
标准正态分布是概率论和数理统计学中重要的分布，中

心极限定理表明它是几乎所有独立同分布随机变量的大样本

容量时的极限分布。研究人员自 20 世纪初就开始寻找初等
函数去逼近标准正态分布的累积分布函数。经过不断发展和
完善，他们已经找到了很多逼近效果比较好的初等逼近函数，

下面介绍一些有代表性的研究者及其所取得的成果。
1915 年，Fisher提出了一个显式初等函数———Fisher z 变
换［3］，如下:

zr = 1
2 ln( 1 + r

1 － r) = arctanh( r) ( 4)

其中 zr ∈ ( － ∞，+ ∞ ) ，r∈［－ 1，+ 1］都是实数。式( 4) 经
过反变换之后得到如下等式，可以被用来近似式( 2) ，即:

Q( x) = 1
2 1 + exp( 2x) － 1

exp( 2x) +[ ]1 ( 5)

当 x ≈ ± 0． 731 693 636 946 时，Fisher z 变换逼近标准正
态 分 布 累 积 分 布 函 数 Φ( x) 的 绝 对 误 差 值
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max Q( x) － Φ( x) 是 0． 044 227 990 450 3。Fisher z 变换被
当前国内外教材普遍使用［4 － 7］。

1969 年，Cody［1］提出了有理 Chebyshev逼近，这是一个相
当复杂的逼近函数。该逼近函数与标准正态分布的累积分布
函数的最大距离误差 max Q( x) － Φ( x) 小于 6 × 10 －19。

该函数被 Matlab用作计算 Φ( x) 的数值方法。
1977 年，Page［8］提出的初等显式逼近函数形式为:

Q( x) = 1 － 1
1 + exp( α1x

3 + α2x)
( 6)

其中 α1 = 0． 070565992，α2 = 1． 5976。该逼近函数的绝对误
差 max Q( x) － Φ( x) 小于 1． 4 × 10 －4。

1978 年，Hamaker［9］提出了如下形式的逼近函数:

Q( x) = 1
2［1 + { 1 － exp［－ ( 0．806x( 1 － 0．018x) ) 2］} 1 /2］

( 7)
当 0 ≤ x≤ 4 时，其绝对误差 max Q( x) － Φ( x) 小于

0． 005。
1990 年，Lin［10］提出逼近函数:

Q( x) = 1 － 1
1 + exp 4． 2πx / ( 9 － x( ))

( 8)

当 0 ≤ x ＜ 9 时，其绝对误差 max Q( x) － Φ( x) 小于
6． 8 × 10 －3。

1996 年，Waissi 和 Rossin［11］提出了逼近函数:

Q( x) = 1
1 + exp( － 槡π( β1x

5 + β2x
3 + β3x) )

( 9)

其中: β1 = － 0． 000 440 6， β2 = 0． 041 819 8， β3 =
0． 900 000 0。当 － 8 ＜ x ＜ + 8 时， 其 绝 对 误 差
max Q( x) － Φ( x) 小于 4． 31 × 10 －5。

2002 年，Bryc［12］提出了一致逼近函数:

Q( x) = 1 － x + 3． 333
2槡 πx2 + 7． 32x + 2 × 3． 333

exp( － x2 /2) ;

x≥ 0 ( 10)
其绝对误差 max Q( x) － Φ( x) 小于 7． 1 × 10 －4。

进一步，一个更精确的逼近函数如下:

Q( x) = 1 － ( x2 + 5． 575 192 695x + 12． 774 363 24)

exp( － x2 /2) / ( 2槡 πx3 + 14． 387 181 47x2 +
31． 535 319 77x + 2 × 12． 774 363 24) ( 11)

当 x ＞ 0时，其绝对误差 max Q( x) － Φ( x) 小于1． 9 ×
10 －5。

2008 年，Aludaat 和 Alodat［13］找到了如下形式的逼近函
数:

Q( x) = 1
2［1 + { 1 － exp( － π /槡 8x2 ) } 1 /2］;

x≥ 0 ( 12)
其绝对误差 max Q( x) － Φ( x) 小于 0． 001 973 23。

2009 年，Yun［14］提出了基于双曲正切函数的逼近累积正
态分布函数的函数形式:

Q( x) = 1
2 1 + tanh r

2j
1

( 1 － x /a) j
－ 1
( 1 + x /a)( )[ ]{ }j ;

0 ≤ x≤ a ( 13)

其中 a = π /槡 2r。当 j = 1，r = 4． 04，a = 5． 0759时，其绝对
误差max Q( x) － Φ( x) 小于等于1． 8 × 10 －3 ;当 j = 2( 4，6，
8，10) 时，其绝对误差 max Q( x) － Φ( x) 小于等于 8． 9 ×
10 －4 ; 其中当 j = 10，r = 18． 2，a = 22． 810时，Yun的该逼近

函数的绝对误差 max Q( x) － Φ( x) 最小。
2013 年，杨正瓴等［15］首先提出了二次根式函数形式的
逼近函数如下:

Q( x) = 1
2 ( 1 + x

k + x槡 2 ) ( 14)

并把上述函数和 Fisher z变换结合起来如下:

Φ( x) ≈

1
2 ( 1 + x

k + x槡 2 ) ， － 1．519 ＜ x ＜ 1．519

1
2 1 + exp( 2x) － 1

exp( 2x) +( )1 ，{ 其他

( 15)

当 k = 1． 010 019 038 949 07 时， 其 绝 对 误 差
max Q( x) － Φ( x) 小于0． 0313038846289，是著名的 Fisher
z变换的误差的 70． 7%。
同年，杨正瓴等［16］又发现了 Sigmoid-like 形式的逼近函

数，如下:

Q( x) = 1
1 + exp( )－ kx

( 16)

当 k = 1． 701 744 541 09 时， 其 绝 对 误 差
max Q( x) － Φ( x) 小于 0． 009 457 228 328 68，是著名的
Fisher z变换的误差的 21． 4%。

3 结语
上述标准正态分布累积分布函数 Φ( x) 的逼近函数具有

如下普遍特征:一类以 1969 年 Cody的有理 Chebyshev逼近为
代表，逼近误差很小，但函数形式比较复杂，它们的计算速度

较慢;另一类以 2013 年杨正瓴等的二次根式函数为代表，在
满足一定精度的条件下，逼近函数形式简单，计算速度很快。
二次根式逼近函数的计算速度是 Cody有理 Chebyshev逼近的
20 余倍。
能够在整个实数范围内直接使用的逼近函数，有 Fisher z

变换、1977 年的 Page逼近，以及 2013 年杨正瓴等提出的 2 个
逼近函数。有些逼近函数只在特定的自变量区间范围内能够
达到某一精度范围，比如 Hamaker和 Lin 等提出的函数，这些
逼近函数在实际使用中不太方便。
逼近函数的简洁性 ( 对应快的数值计算速度) 和逼近误

差( 精确性) 是相互矛盾的，而在实际的实时系统如控制系

统［17］中，计算速度往往比计算结果的精确性更加重要。由于
2009 年 Yun的逼近函数，以及 2013 年杨正瓴等提出的 2 个
逼近函数是兼顾简洁性和精确性的较好逼近函数，因此它们

都是替换目前国内外教材中使用的 Fisher z 变换的主要候选
逼近函数。
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对于发送方，响应方和入侵者模型，在每次消息接收发送

时，也要对 KDC的消息收发方式的改变作出调整; 且由于多
了一个域，在入侵者进程中，入侵者拦截伪装消息的方式也要

更改。

5 结语
本文介绍了通过 Spin 进行安全协议形式化验证的一般

方法，具体提出了一种改进的双方密钥分配中心 ( KDC) 通信
协议 Promela语义模型，然后用 Spin检测工具检测，发现原协
议不满足用 LTL公式表示的安全性，得到了协议中的一种可
被入侵者利用的攻击序列。针对该攻击漏洞，给出了一种可
行的改进方案，有效修补该漏洞。并且给出了新协议的
Promela语义模型。比起原方法，验证效率有了较大提高。这
种简化入侵者攻击进程模型的方法思路，对于其他一些安全

协议的基于 Spin的形式化验证也有一定的参考作用。
基于 Spin的形式化验证方法，需要自己熟悉使用 Spin模

型检测工具，有很大的操作难度，下一步的工作可以研发一种

操作更简单、界面更直观的软件系统［16］。
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